
Solutions 

Secti n 1‐1. 

ොݒܣ .1 ൌ ොሻݒߙሺܣ ݋ݏ  ොݒߣ ൌ ොሻݒܣሺߙ ൌ ොሻݒߣሺߙ ൌ  .ොሻݒߙሺߣ

o

 
,݂ۃ .2 ݃ ൅ ۄ݄ ൌ ݃ۃ ൅ ݄, തതതതതതതതതതതതۄ݂ ൌ ,݃ۃ ۄ݂ ൅ ,݄ۃ തതതതതതതതതതതതതതതതതۄ݂ ൌ ,݃ۃ തതതതതതതۄ݂ ൅ ,݄ۃ തതതതതതതۄ݂ ൌ ,݂ۃ ۄ݃ ൅ ,݂ۃ  .ۄ݄

 

ݕሾܮ .3 ൅ ݕ ሿ ൌ ܽ ሺݔሻሾݕ ൅ ݕ ሿ ൅ ܽ ሺݔሻሾݕ ൅ ݕ ሿᇱ ൅ ܽ ሺݔሻሾݕ ൅ ݕ ሿ" ൌ  ଵ ଶ ଴ ଵ ଶ ଵ ଵ ଶ ଶ ଵ ଶ

 

଴ ଶ ଵ
ᇱ ݔ ᇱ ൅ ܽଶ ଵ ܽ ᇱᇱܽݕ ሺݔሻݕଵ ൅ ܽ଴ሺݔሻݕ ൅ ܽଵሺݔሻݕ ൅ ܽଵሺ ሻݕଶ ሺݔሻݕ ''൅ ଶሺݔሻ ଶ ൌ 

 
ᇱ ൅ ሺ ᇱ ൅a2ሺxሻy2" ൌ ଵሿݕሾܮ ൅ ଵݕሻݔଶሿ. ܽ଴ሺݕሾܮ ൅ ܽଵሺݔሻݕଵ ܽଶ ଶݕଵ''   ൅a0ሺxሻy2൅a1ሺxሻݕሻݔ

 
ݕ " ൌ ܮሾߙ ሿ ൌ ܽ଴ሺݔሻሺݕߙሻ ൅ ܽଵሺݔሻሺݕߙሻԢ ൅ ܽଶሺݔሻሺݕߙሻ

 
ሾܽߙ ሺݔሻሺݕሻ ൅ ܽ ሺݔሻሺ ሻ ൅ ܽ ሺݔሻሺݕሻ"ሿ ൌ ሾ ሿ. ଴ ଵ ݕ Ԣ ଶ ܮߙ ݕ
 

,݂ߙۃ .4 ۄ݃ ൌ ׬ ሻതതതതതത௕ݔሻ݃ሺݔሺ݂ߙ
௔ ݔ݀ ൌ ߙ ׬ ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻതതതതതത௕

௔ ݔ݀ ൌ ,݂ۃߙ  .ۄ݃

 

,݂ۃ ݃ ൅ ۄ݄ ൌ න ݂ሺݔሻሾ݃ሺݔሻ ൅ ݄ሺݔሻሿതതതതതതതതതതതതതതതതതത݀ݔ
௕

௔
ൌ න ݂ሺݔሻሾ݃ሺݔሻሿതതതതതതതത݀ݔ

௕

௔
൅ න ݂ሺݔሻሾ݄ሺݔሻሿതതതതതതതത݀ݔ

௕

௔
,݂ۃ ൌ .ۄ݄ ,݂ۃ ۄ݃ ൅

,݂ۃ തۄ݃

 

തതതതതത ൌ න ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻതതതതതത
௕

௔
ݔ݀

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതത

ൌ න ݂ሺݔሻതതതതതത݃ሺݔሻധധധധധധ݀ݔ ൌ න ݂ሺݔሻതതതതതത݃ሺݔሻ݀ݔ ൌ න ݃ሺݔሻ݂ሺݔሻതതതതതത
௕

௔
ݔ݀ ൌ ,݃ۃ .ۄ݂

௕

௔

௕

௔
 

 

,݂ۃ ۄ݂ ൌ න |݂ሺݔሻ|ଶ݀ݔ ൒ 0.
௔

 

ally 0 on ሾܽ, ܾሿ, then 

௕

Note that if ݂ሺݔሻis continuous and ݂ሺݔሻ is not identic

              there is an interval in ሾܽ, ܾሿ whe e |݂ሺݔሻ| ൐ 0. Thus 
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r

න |݂ሺݔሻ|ଶ݀ݔ ൐ 0.
௕

௔
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This is not necessarily true if we do not r e ሻ to be continuous. For example equir  ݂ሺݔ

݂ሺݔሻ ൌ ൜0 ݂݅ ݔ ് ܽ
ݔ ݂݅  1 ൌ ܽ. 

    In a setting that uses measure theory, one groups into a single class functions that are equal    
“almost everywhere” and we can then not require the functions to be continuous but merely   
integrable. 

5. This is nearly identical to problem 4. We require  ݓሺݔሻ ൐ 0 to ensure ݂ۃ, ௪ۄ݂ ൐ 0  if ݂ ്
0. 
 

6. (b.) 

ොݑ · ොݒ ൌ
√3
4 ൅

√15
4 ൅ 5√24 ൎ 25.89; 

25.89
26 ൎ .995; cosିଵ. 995 ൎ .092 radians. 

 
(c.) The arc length ݏ subtended by an angle ߠ (measured in radians) of a circle of radius ݎ  
 

         is  ݏ ൌ .ߠݎ So ݏ ൌ √26feetሺ. 092ሻ ൎ 469 feet. .

,ଵݕܮۃ       .7         ۄଶݕ ൌ න ሾݕܮଵሺݔሻሿ
ଵ

ݔሻ݀ݔଶሺݕ ൌ න ሾሺ1 െ ሻݔଵ"ሺݕଶሻݔ െ ሻሿݔଵԢሺݕݔ2
ଵ

  .ݔሻ݀ݔଶሺݕ
ିଵ ିଵ

Integrate  න ሾሺ1 െ ሻሿݔଵ"ሺݕଶሻݔ
ଵ

ݕ ሺݔሻ݀ݔ   by parts with   
ିଵ

ଶ

ݑ ൌ ሺ1 െ ݕଶሻݔ െ ݔ2 ሺݔሻ െ ଶݕଶݔ
ᇱ ሺݔሻ ଶሺݔሻ,    ݀ݑ ൌ ଶݕ

ᇱ ሺݔሻ ଶݕ

ݒ݀ ൌ ݒ    ,ሻݔଵ"ሺݕ ൌ  .ሻݔଵԢሺݕ

             Then 

න ሾሺ1 െ ሻሿݔଵ"ሺݕଶሻݔ
ଵ

ିଵ
ݔሻ݀ݔଶሺݕ

ൌ ሺ1 െ ሻ|ିଵݔଵԢሺݕሻݔଶሺݕଶሻݔ
ଵ െ න ሾݕଵ

ᇱ ሺݔሻ
ଵ

ିଵ
ଶݕ

ᇱ ሺݔሻ െ ଵݕݔ2
ᇱ ሺݔሻݕଶሺݔሻ

െ ଶݕଶݔ
ᇱ ሺݔሻݕଵԢሺݔሻሿ݀ݔ

ൌ െ න ሾݕଵ
ᇱ ሺݔሻ

ଵ

ିଵ
ଶݕ

ᇱ ሺݔሻ െ ଵݕݔ2
ᇱ ሺݔሻݕଶሺݔሻ െ ଶݕଶݔ

ᇱ ሺݔሻݕଵԢሺݔሻሿ݀ݔ. 

              Thus 
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න ሾሺ1 െ ሻݔଵ"ሺݕଶሻݔ െ ሻሿݔଵԢሺݕݔ2
ଵ

ିଵ
ݔሻ݀ݔଶሺݕ

ൌ െ න ሾݕଵ
ᇱ ሺݔሻ

ଵ

ିଵ
ଶݕ

ᇱ ሺݔሻ െ ଵݕݔ2
ᇱ ሺݔሻݕଶሺݔሻ െ ଶݕଶݔ

ᇱ ሺݔሻݕଵԢሺݔሻሿ݀ݔ

െ න ଵݕݔ2
ᇱ ሺݔሻݕଶሺݔሻ݀ݔ ൌ െ න ሺ1 െ ଶሻݔ

ଵ

ିଵ

ଵ

ିଵ
ଶݕ

ᇱ ሺݔሻݕଵԢሺݔሻሿ݀ݔ. 

      Similarly, 

,ଵݕۃ ۄଶݕܮ ൌ න ݕ ሺݔሻሾሺ1 െ ݕଶሻݔ "ሺݔሻ െ ݕݔ2 Ԣሺݔሻሿ
ଵ

ݔ݀ ൌ െ න ሺ1 െ ଶሻݔ
ଵ

ିଵ
ଵݕ

ᇱ ሺݔሻݕଶԢሺݔሻሿ݀ݔ. ଵ ଶ ଶ
ିଵ

8. For each part ݂ሺݔሻ ൌ ܣ cos൫√ݔߣ൯ ൅ ܤ sin൫√ݔߣ൯. We find ߣ and ܣ and ܤ that satisfy the 

boundary conditions. 

(a.) ݂ሺ0ሻ ൌ ܣ so ܣ ൌ 0 and ݂ሺݔሻ ൌ ܤ  sin൫√ݔߣ൯.  ݂ሺߨሻ ൌ ܤ sin൫√ߨߣ൯ ൌ 0  so √ߨߣ ൌ
a  ߨ݊ ond s ߣ  ൌ ݊ଶ. Thus the eigenfunctions are ܤ sin  .ݔ ݊

(b.)  ݂ሺ0ሻ ൌ ܣ so ܣ ൌ 0 and ݂ሺݔሻ ൌ ܤ  sin൫√ݔߣ൯.  ݂ሺܮሻ ൌ ܤ sin൫√ܮߣ൯ ൌ 0  so √ܮߣ ൌ 

ൌ  ߨ݊  and so ߣ ሺ݊ܮ/ߨሻଶ. Thus the eigenfunctions are ܤ sinሺ݊ܮ/ߨሻ ݔ. 

(c.) ݂ሺെ2/ߨሻ ൌ ܣ cos൫െ√2/ߨߣ ൅ ܤ sin൫െ√ߣ൯ /ߨ ൯ ൌ ܣ cos൫√2ߣ 2൯/ߨ െ ܤ sin൫√2/ߨߣ൯ ൌ 0 

݂ሺ2/ߨሻ ൌ ܣ cos൫√2/ߨߣ൯ ൅ ܤ sin൫√2/ߨߣ 0. ൯ ൌ

ܣ 2 cos ቆ
ߨߣ√

2 ቇ ൌ 0 so ܣ ൌ 0 or √ߣ ൌ 2݊ ൅ 1;   also    2ܤ sin ቆ
ߨߣ√

2 ቇ ൌ 0   so  ܤ ൌ 0 or √ߣ

ൌ 2݊. 

                  ,ሻ.    Thusݔ2݊ the eigenfunctions are ݂ሺݔሻ ൌ cosሾሺ2݊ ൅ 1ሻݔሿ  and  ݂ሺݔሻ ൌ sinሺ

     (d.)  ݂ሺെܮሻ ൌ ܣ cos൫െ√ܮߣ൯ ൅ ܤ sin൫െ√ܮߣ൯ ൌ ܣ cos൫√ܮߣ൯ െ ܤ sin൫√ܮߣ൯ ൌ 0 

݂ሺ2/ߨሻ ൌ ܣ c ൫os ൯ܮߣ√ ൅ ܤ sin൫√ܮߣ൯ ൌ 0. 

ܣ 2 cos൫√ܮߣ൯ ൌ 0 so ܣ ൌ 0 or √ߣ ൌ
ሺ݊ ൅ 1

2ሻߨ
ܮ ;   also    2ܤ sin൫√ܮߣ൯ ൌ 0   so  ܤ ൌ 0 or √ߣ

ൌ
ߨ݊
ܮ . 
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9. We know (by definition of a basis) every vector in  ܸ can be written as a linear combination 
of ݔොଵ, … ,  ො௡.   We show the representation is unique.  Supposeݔ



ොݒ ൌ ܽ ොଵݔ ൅ ڮ ൅ ܽ௡ݔො௡  and ݒො ൌ ܾଵ ଵ ڮ ൅ ܾ

Then   0෠ ൌ ොݒ െ ොݒ ൌ ሺܽଵ ො ൅ ሺܽ௡ െ ܾ௡ሻݔො௡.  Since  ሼݔොଵ, … ,  ො௡ሽ is a linearlyݔ

ଵ ොݔ ൅ ௡ݔො௡. 

െ ܾଵሻݔଵ ൅ ڮ

indep t, each  ܽ௜ െ ܾ௜ ൌ 0. endent se

10.  ∑ ܽ௜ଵ ܾ௜. If  ሼݔොଵ, … ,  ො௡ } is an orthonormal  basis thenݔ ܽ௜
௡
௜ୀଵ ܾ௜ݔۃො௜, ۄො௜ݔ ൌ ∑௡

௜ୀ

11. ሺܽ. ሻ If ܶሺݔො ሺ ෠ሻ ൌ ܶ ොሻ  then 0ݕ ൌ ܶሺݔොሻ െ ܶሺݕොሻ ൌ ሺݔො െ ොݔ ොሻ  soݕ ൌ   . ොݕ

  (b.) W   ݔ y  e show ሼܶሺ ොଵሻ, … , ܶሺݔො௡ሻሽ is a linearl  independent set. Suppose

ଵ ሺݔො௡ሻ ොଵݔ ൅ ڮ ൅ ܽ௡ݔො௡ሻ. Then  ܽଵݔොଵ ൅ ڮ ൅ ܽ௡ݔො௡ ൌ 0෠ ൌ ܽଵܶሺݔො ሻ ൅ ڮ ൅ ܽ௡ܶ ൌ ܶሺܽଵ

 0෠. Since ሼݔොଵ, … , ො௡ሽ is a basis, each ܽ௜ݔ ൌ 0. 
In an ݊ െ dimensional vector space, any set of n linearly independent vectors is a basis. 

12.  
       early independent,  ܶሺ݂ሻ ൌ ݂ܽ"ሺݐሻ ൅ ܾ݂Ԣሺݐሻ is lin

      ൅ ܾ݂Ԣሺݐሻ ൅ 1 is not linearly independent, ܶሺ݂ሻ ൌ  ݂ܽ"ሺݐሻ

        is linearly independent, ܶሺ݂ሻ ൌ ݁௧݂ᇱሺݐሻ

     ܶሺ݂ሻ ൌ ሺ݂ሺݐሻ ଶ is not linearly independent. 

13.  We  have ݔۃଵ, ۄଵݔ ൌ 1, ,ଶݔۃ ۄଶݔ ൌ 1, ,ଵݔۃ ۄଶݔ ൌ 0, ,ଵݔܶۃ ۄଵݔܶ ൌ 1, ,ଶݔܶۃ ۄଶݔܶ ൌ 1,

ሻ

,ଵݔܶۃ ۄଶݔܶ ൌ 0. 

Let ݔො ൌ ଵݔܽ ൅ .ଶݔܾ Then in the real number case, (for complex numbers we must introduce 
comp g s  is    lex conju ate but the technique   the same )

ۃ  ଶ ൅ ܾ ൌ ଵ ۃ ଶ ,ොݔۃ  ۄොݔ ൌ ଵݔܽ ൅ ݔܾ , ଵݔܽ ۄଶݔ ܽଶݔۃ , ۄଵݔ ൅ 2ܾܽ ,ଵݔ ۄଶݔ ൅ ܾଶݔۃଶ, ݔ ۄ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ

,ොݔܶۃ ۄොݔܶ ൌ ଵݔሺܽܶۃ ൅ ,ଶሻݔܾ ܶሺܽݔଵ ൅ ۄଶሻݔܾ ൌ ଵሻݔሺܶܽۃ ൅ ܾܶሺݔଶሻ, ܽܶሺݔଵሻ ൅ ܾܶሺݔଶሻۄ
ൌ ܽଶݔܶۃଵ, ۄଵݔܶ ൅ ,ଵݔܶۃ2ܾܽ ۄଶݔܶ ൅ ܾଶݔܶۃଶ, ۄଶݔܶ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ. 

14. If  

ܶሺݔො௜ሻ ൌ ܽଵ௜ݔොଵ ൅ ڮ ൅ ܽ௡௜ݔො௡ ൌ ො௜   then  ௝ܽ௜ݔ௜ߣ ൌ ൜ 0 ݂݅ ݆ ് ݅
݅ ݂݅ ௜ߣ ൌ ݆ 

 

15. (a.)  Since we are in the real  numbers  ݔۃො, ۄොݕ ൌ ,ොݕۃ  Then .ۄොݔ

10 
 



ොݔሺܷۃ ൅ ,ොሻݕ ܷሺݔො ൅ ۄොሻݕ ൌ ොݔܷۃ ൅ ,ොݕܷ ොݔܷ ൅ ۄොݕܷ ൌ ,ොݔܷۃ ۄොݔܷ ൅ ,ොݔܷۃ2 ۄොݕܷ ൅ ,ොݕܷۃ ۄොݕܷ
ൌ ,ොݔۃ ۄොݔ ൅ ,ොݔܷۃ2 ۄොݕܷ ൅ ,ොݕۃ  ۄොݕ

ݕ ۄ ,ොݔۃ ۄොݔ ൅ۃሺݔො ൅ ,ොሻݕ ሺݔො ൅ ොሻ ൌ ොݔۃ ൅ ,ොݕ ොݔ ൅ ۄොݕ ൌ ,ොݔۃ2 ۄොݕ ൅ ,ොݕۃ  ۄොݕ

and since ܷۃሺݔො ൅ ,ොሻݕ ܷሺݔො ൅ ۄොሻݕ ൌ ොݔሺۃ ൅ ,ොሻݕ ሺݔො ൅ ,ොݔܷۃ we have ۄොሻݕ ۄොݕܷ ൌ ,ොݔۃ  .ۄොݕ

(b.) This .  says orthogonal transformations preserve angles as well as length

ܽଶݔଶ ൅ ڮ ൅ ܽ௡ݔ௡ܽ௡ݔ௡   16. (a.)  ݐ݁ܮ  ܲሺݔሻ א ܸ. Then ܲሺݔሻ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵݔ ൅

n  of  ሼ1, ,ݔ … , ሻ is a linear combiݔ௡ሽ.  so ܲሺݔ ation

If ܲሺ ሻ ൌ 0 t en each  ܽ ൌ ݔ .0 , h ௜

ܶሺ1ሻ ൌ
݀

ݔ݀
ሺ1ሻ ൌ 0 ൌ 0 · 1 ൅ ݔ0 ൅ ଶݔ0 ൅ ڮ ൅  ௡ݔ0

ܶሺݔሻ ൌ
݀

ሺݔሻ ൌ 1 ൌ 1 · 1 ൅ ݔ0 ൅ ଶݔ0 ൅ ڮ ൅ ݔ݀ ௡ݔ0

ܶሺݔଶሻ ൌ
݀

ݔ݀
ሺݔଶሻ ൌ ݔ2 ൌ 0 ൌ 0 · 1 ൅ ݔ2 ൅ ଶݔ0 ൅ ڮ ൅  ௡ݔ0

ڭ

ܶሺݔ௡ሻ ൌ
݀

ݔ݀

 

ሺݔ௡ሻ ௡ିଵݔ ൌ 0 ൌ 0 · 1 ൅ ݔ2 ൅ ଶݔ0 ൅ ڮ ௡ିଵݔ݊ ൅ ௡ ൌݔ0 ݊

so  the matrix of ܶ with respect to this basis is 

ۉ

ۈ
ۇ

0 1 0 ڮ 0
0 0 2 ڮ 0
0
ڭ

0
ڭ

0
ڭ

ڮ
ڮ

ڭ
݊

0 0 0 0 ی0

ۋ
ۊ

. 

(c.)  ܶ y ee ሺܸሻ is the vector space of pol nomials with real coefficients of degr

           ݊ െ 1 or less. ,basis is ሼ1 ܣ. ,ݔ … , .௡ିଵሽݔ The dimension of  ܶሺܸሻ is ݊  

17.Suppose ܶሺݔොሻ ൌ 0෠  and ܶሺݕොሻ ൌ 0෠. Then ܶሺܽݔො ൅ ොሻݕܾ ൌ ܽܶሺݔොሻ ൅ ܾܶሺݕොሻ ൌ ܽ0෠ ൅ ܾ0෠ ൌ 0෠. The 
kernel of ܶ for parts (a.) and (b.) is the constant polynomials. 
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Section  ‐21  

1. The area of the parallelogram formed by ܤ෠  and ܥመ  is ฮܤ෠ฮ ฮܥመฮ|sin  is the angle ߠ where |ߠ
formed by ܤ෠  and ܥመ. See Figure 1. The volume of the parallelepiped formed by the non‐coplanar 

vectors ܣመ, መܥ ෠  andܤ   is the area of the parallelogram formed by ܤ෠  and ܥመ  multiplied by the 

length of ܣመ and sin ߮ where ߮ is the angle ܣመ makes with the plane formed by ܤ෠  and ܥመ. Now 
෠ܤ ൈ መܥ  is perpendicular to the plane formed by ܤ෠  and ܥመ  so the volume of the parallelepiped is 

the area of the parallelogram formed by ܤ෠  and ܥመ  multiplied by the length of ܣመ and cos  ן

wher ܣ h ܤ෠ ൈ  is the angle ߙ መ. See Figure 1.  eܥ መ makes wit

Now ฮܤ෠ฮ ฮܥመฮ|sin |ߠ ൌ ฮܤ෠ ൈ  መฮܥ   so the volume of the parallelepiped is

ฮܤ෠ ൈ መฮܣመฮ ฮܥ cos ߮ ൌ หܣመ · ൫ܤ෠ ൈ  .መ ൯หܥ
 

 
 

Figure 1                                                               

2.(a)  Spherical coordinat se : 

ݔ ൌ ݎ cos ߮ sin ߠ , ݕ ൌ ݎ  sin ߮ sin ߠ , ݖ ൌ ݎ sin ߮ n si ߠ

ݎ̂ ൌ ݎ cos ߮ sin ߠ ଓ̂ ൅ ݎ sin ߮ sin ߠ ଔ̂ ൅ ݎ cos ߠ ݇.෡  

 

ݎ߲̂
ߠ߲ ൌ ̂ n ߠ ෠݇  

    Orthogonality: 

ݎ cos ߮ cos ߠ ଓ ൅ ݎ si ߮ cos ߠ ଔ̂ െ ݎ sin

ݎ߲̂
߲߮ ൌ െݎ sin ߮ sin ߠ ଓ̂ ൅ ݎ cos φ sin ߠ ଔ̂ 

ݎ߲̂
ݎ߲ ൌ cos ߮ sin ߠ ଓ̂ ൅ sin ߮ sin ߠ ଔ̂ ൅ cos ߠ ෠݇  
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ۃ
ݎ߲̂
ߠ߲ ,

ݎ̂
߲߮
߲

ۄ ൌ ݎ ሺെ cos ߮ cos ߠ sin ߮ sin ߠ ൅ sin ߮ cos ߠ cos φ sin ߠ ൌ 0

ۃ
ݎ߲̂
߲

ଶ ሻ  

,
ݎ߲̂
ݎ߲

ۄ ൌ ሺെݎ sin ߮ sin ߠ cos ߮ sin ߠ ൅ cos φ sin ߠ sin ߮ sin ሻߠ ൌ 0 ߮

ۃ
ݎ߲̂
ߠ߲ ,

ݎ߲̂
ݎ߲

ۄ ൌ ሺcosݎ ߮ cos ߠ cos ߮ sin ߠ ൅ sin ߮ cos ߠ sin ߮ sin ߠ െ sin ߠ cos ሻߠ

ൌ ሾሺcosଶ߮ݎ ൅ sinଶ߮ሻ cos ߠ sin ߠ െ sin ߠ cos ሿߠ ൌ 0. 

 

  Scaling factors: 

݄ଵ ൌ ݄ఏ ൌ ฯ
ݎ߲̂
ฯߠ߲ ൌ ඥሺݎ cos ߮ cos ሻଶߠ ൅ ሺݎ sin ߮ cos ሻଶߠ ൅ ሺെݎ sin ሻଶߠ

ൌ ඥcosଶݎ ሺcosଶ߮ ൅ sinଶ߮ሻ ൅ sinଶߠ

 

ߠ ൌ  ݎ
 

݄ଶ ൌ ݄ఝ ൌ ฯ
ݎ߲̂
߲߮ฯ ൌ ඥሺെݎ sin ߮ sin ሻଶߠ ൅ ሺݎ cos φ sin ሻଶߠ ൌ ݎ sin  ߠ

 

݄ଷ ൌ ݄௥ ൌ ฯ
ݎ߲̂
ฯݎ߲ ൌ ඥሺcos ߮ sin ሻଶߠ ൅ ሺsin ߮ sin ሻଶߠ ൅ ሺcos ሻଶߠ ൌ ඥሺsin ሻଶߠ ൅ ሺcos ሻଶߠ

ൌ 1. 
 Orthonormal Basis: 

݁̂ଵ ൌ ݁̂ఏ ൌ
ݎ߲̂
ߠ߲
݄ଵ

ൌ
ݎ cos ߮ cos ߠ ଓ̂ ൅ ݎ sin ߮ cos ߠ ଔ̂ െ ݎ sin ߠ ෠݇

ݎ   

ൌ cos cos ߠ ଓ̂ ൅ sin ߮ cos ߠ ଔ̂ െ sin ߠ ෠݇. 

 

߮

݁̂ଶ ൌ ݁̂ఝ ൌ

ݎ߲̂
߲߮

 

݄ଶ
ൌ

െݎ sin ߮ sin ߠ ଓ̂ ൅ ݎ cos φ sin ߠ ଔ̂
ݎ sin ߠ ൌ െݎ sin ߮ ଓ̂ ൅ cos φ  ଔ̂. 

݁̂ଷ ൌ ݁̂௥ ൌ
ݎ߲̂
ݎ߲
݄ଷ

ൌ
cos ߮ sin ߠ ଓ̂ ൅ sin ߮ sin ߠ ଔ̂ ൅ cos ߠ ෠݇

1 . 

 

 
Volume element: 

ܸ݀ ൌ ݄ଵ݄ଶ݄ଷ݀ݑଵ݀ݑଶ݀ݑଷ ൌ ሺݎሻሺݎ sin  .ݎ݀߮݀ߠሻሺ1ሻ݀ߠ
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Gradient: 

݂׏ ൌ
1
݄ଵ

߲݂
ଵݑ߲

݁̂ଵ ൅
1

݄ଶ

߲݂
ଶݑ߲

݁̂ଶ ൅
1

݄ଷ

߲݂
ଷݑ߲

݁̂ଷ ൌ
1
ݎ

߲݂
ߠ߲ ݁̂ఏ ൅

1
ݎ sin ߠ

߲݂
߲߮ ݁̂ఝ ൅

߲݂
ݎ߲ ݁̂௥. 

 

 
Laplacian: 

ଶ݂׏  ൌ
1

݄ଷ
൤

߲
ଵݑ߲

൬
݄ଶ݄ଷ

݄ଵ

߲݂
ଵݑ߲

൰ ൅
߲

ଶݑ߲
൬

݄ଵ݄ଷ

݄ଶ

߲݂
ଶݑ߲

൰ ൅
߲

ଷݑ߲
൬

݄ଵ݄ଶ

݄ଷ

߲݂
ଷݑ߲

൰൨. 

 

݄ଵ݄ଶ

݄ଵ݄ଶ݄ଷ ൌ ଶݎ sin ߠ ,
݄ଶ݄ଷ

݄ଵ
ൌ

ݎ sin ߠ

 

ൌ sin    ,ߠ
݄ଵ݄ଷ

݄ ൌ
ݎ

sin ൌ
1

sin ߠ ,   
݄ଵ݄ଶ

݄ଷ
ൌ ଶݎ   sin ݎ ߠ ݎ ଶߠ

so  ׏ଶ݂ ൌ
1

ଶݎ sin ߠ ൤
߲

ߠ߲ ൬sin ߠ
߲݂
 ߠ߲

൰ ൅
߲

߲  ߮
൬

1
sin ߠ

߲݂
߲  ߮

൰ ൅
߲

 ݎ߲
൬ݎଶ sin ߠ

߲݂
 ݎ߲

൰൨. 

 

 
(b.) Parabolic cylindrical coordinates: 

ݔ
1
2ൌ ,ߟߦ ݕ ൌ  ሺ ଶ െ ,ଶሻߦ ݖ ൌ ݖ

ݎ̂ ൌ ଓ̂ߟߦ ൅
1
2

ߟ  

ሺߟଶ െ ଶሻଔ̂ߦ ൅ ݖ ෠݇. 

Orthogonality: 

ݎ߲̂
ߦ߲ ൌ ଓ̂ߟ െ  ଔ̂ߦ

ݎ߲̂
ߟ߲

 

ൌ ଓ̂ߦ ൅

ݎ߲̂
ݖ߲

 ଔ̂ߟ

ൌ ෠݇  

ۃ
ݎ߲̂
ߦ߲ ,

ݎ߲̂
ߟ߲

ۄ ൌ ߦߟ െ ߟߦ ൌ ۃ     ;0
rො
ξ

∂
∂ ,

∂rො
∂z

ۄ ൌ ۃ      ;0
ݎ߲̂
ߟ߲ ,

ݎ߲̂
ݖ߲

ۄ ൌ 0. 

 

  
 
 

݄ଵ ൌ ݄క ൌ ฯ
ݎ߲̂
ฯߦ߲ ൌ ඥߟଶ ൅ ሺെߦሻଶ ൌ ඥߟଶ ൅  ଶߦ

 Scaling factors: 

14 
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݄ଶ ൌ ݄
ݎ߲̂

ఎ ൌ ฯ߲ߟฯ ൌ ඥߦ ൅ଶ  ଶߟ

݄ଷ ൌ ݄௭ ൌ ฯ
ݎ߲̂
ฯݎ߲ ൌ 1. 

 Orthonormal Basis: 

݁̂ଵ ൌ ݁̂క ൌ

ݎ߲̂
ߦ߲
݄క

ൌ
ଓ̂ߟ െ ଔ̂ߦ

ඥ ଶ ൅ ߟଶߦ
  ൌ

ߟ
ඥߟଶ ൅ ଶߦ

ଓ̂ െ
ߦ

ඥߟଶ ൅ ଶߦ
ଔ̂ 

݁̂ଶ ൌ ݁̂ఎ ൌ

ݎ߲̂
ߟ߲
݄ఎ

ൌ
ߦ

ඥߟଶ ൅ ଶߦ
ଓ̂ ൅

ߟ
ඥߟଶ ൅ ଶߦ

 ଔ̂ 

݁̂ଷ ൌ ݁̂௭ ൌ
ݎ߲̂
ݎ߲
݄௭

ൌ ෠݇. 

Volume element: 
 

ܸ݀ ൌ ݄ଵ݄ଶ݄ଷ݀ݑଵ݀ݑଶ݀ݑଷ ൌ ቀඥߟଶ ൅ ଶቁߦ ቀඥߟଶ ൅ ଶቁߦ ሺ1ሻ݀ݖ݀ߟ݀ߦ. 
 
Gradient: 
 

݂׏ ൌ
1
݄ଵ

߲݂
ଵݑ߲

݁̂ଵ ൅
1

݄ଶ

߲݂
ଶݑ߲

݁̂ଶ ൅
1

݄ଷ

߲݂
ଷݑ߲

݁̂ଷ ൌ
1

ඥߟଶ ൅ ଶߦ

߲݂
ߦ߲ ݁̂క ൅

1
ඥߟଶ ൅ ଶߦ

߲݂
ߟ߲ ݁̂ఎ ൅

߲݂
ݖ߲ ݁̂௭. 

 
Laplacian: 
 

ଶ݂׏  ൌ
1

݄ଵ݄ଶ݄ଷ
൤

߲
ଵݑ߲

൬
݄ଶ݄ଷ

݄ଵ

߲݂
ଵݑ߲

൰ ൅
߲

ଶݑ߲
൬

݄ଵ݄ଷ

ଶ݄
߲݂

ଶݑ߲
൰ ൅

߲
ଷݑ߲

൬
݄ଵ݄ଶ

݄ଷ

߲݂
ଷݑ߲

൰൨. 

 

݄ଵ݄ଶ݄ଷ ൌ ଶߟ ൅ ,ଶߦ
݄ଶ݄ଷ

݄ଵ
ൌ 1,

݄ଵ݄ଷ

݄ଶ
ൌ 1,   

݄ଵ݄ଶ

݄ଷ
ൌ ଶߟ   ൅  ଶߦ

 

so  ׏ଶ݂ ൌ
1

ଶߟ ൅ ଶߦ ൥
߲

ߦ߲ ൬
߲݂
 ߦ߲

൰ ൅
߲

 ߟ߲
൬

߲݂
 ߟ߲

൰ ൅
߲

 ݖ߲
൭ሺߟଶ ൅ ଶሻߦ

߲݂
 ݖ߲

൱൩

ൌ
1

ଶߟ ൅ ଶߦ
߲ଶ݂
ଶߦ߲ ൅

1
ଶߟ ൅ ଶߦ

߲ଶ݂
ଶߟ߲ ൅

߲ଶ݂
 .ଶ ݖ߲

 
(c.) Parabolic coordinates: 

ݔ ൌ ߟߦ  cos ߮ 
ݕ ൌ ߟߦ  sin ߮ 



ݖ ൌ 2
1

ሺߟଶ െ  ଶሻߦ

ݎ̂ ൌ ߟߦ cos ߮ ଓ̂ ൅ ߟߦ sin ߮ ଔ̂ ൅
1
2

ሺߟଶ െ ଶሻߦ ෠݇. 

 

ݎ߲̂
ߦ߲ ൌ ߟ cos ߮ ଓ̂ ൅ ߟ sin ߮ ଔ̂ െ  ݇ߦ

ݎ߲

෠

Orthogonality: 

̂
ߟ߲ ൌ ෠ ߦ cos ߮ ଓ̂ ൅ ߦ sin ߮ ଔ̂ ൅  ݇ߟ

ݎ߲̂
ൌ െߟߦ sin φ  ଓ̂ ൅ ߟߦ cos ߮ ଔ̂ ߲߮

ۃ
ݎ߲̂
ߦ߲ ,

ݎ߲̂
ߟ߲

ۄ ൌ ߶cosଶߦߟ ൅ ߶sinଶߟߦ െ ߟߦ ൌ 0 

 

ۃ
ݎ߲̂

,
ݎ߲̂

 

ߦ߲ ߲߶
ۄ ൌ െߟ cos ߮ሺߟߦ ሻsin φ  ൅ ߟ sin ߮ሺ ߟߦ ሻcos ߮ ൌ 0 

ۃ
ݎ߲̂
ߟ߲ ,

ݎ߲̂
߲߮

ۄ ൌ ߦ cos ߮ ሺെߟߦ sin φ  ሻ ൅ ߦ sin ߮ ሺߟߦ ሻcos ߮ ൌ 0. 

 

 
  Scaling fact sor : 

݄ଵ ൌ ݄క ൌ ฯ
ݎ߲̂
ฯߦ߲ ൌ ඥߟଶሺcosଶ߮ ൅ sinଶ߮ሻ ൅ ሺെߦሻଶ ൌ ඥߟଶ ൅  ଶߦ

 

݄ଶ ൌ ݄ఎ ൌ ฯ
ݎ߲̂
ฯߟ߲ ൌ ඥߦଶሺcosଶ߮ ൅ sinଶ߮ሻ ൅ ଶߟ ൌ ඥߟଶ ൅  ଶߦ

 

݄ଷ ൌ ݄ఝ ൌ ฯ
ݎ߲̂
߲߮ฯ ൌ ඥሺെߟߦ sin φ  ሻଶ ൅ ሺߟߦ cos ߮ሻଶ ൌ  .ߦߟ

 
 Orthonorma asis: l B

݁̂ଵ ൌ ݁̂క ൌ

ݎ߲̂
ߦ߲

 

݄క
ൌ

ߟ cos ߮ ଓ̂ ൅ ߟ sin ߮ ଔ̂ െ ߦ ෠݇

ඥߟଶ ൅ ଶߦ
  ൌ

ߟ cos ߮
ඥߟଶ ൅ ଶߦ

ଓ̂ ൅
ߟ sin ߮

ඥߟଶ ൅ ଶߦ
ଔ̂ െ

ߦ
ඥߟଶ ൅ ଶߦ

෠݇  
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݁̂ଶ ൌ ݁̂ఎ ൌ

ݎ߲̂
ߟ߲
݄ఎ

ൌ
ߦ cos ߮ ଓ̂ ൅ ߦ sin ߮ ଔ̂ ൅ ߟ ෠݇

ඥߟଶ ൅ ଶߦ
ൌ

ߦ cos ߮
ඥߟଶ ൅ ଶߦ

ଓ̂ ൅
ߦ sin ߮

ඥߟଶ ൅ ଶߦ
ଔ̂ ൅

ߟ
ඥߟଶ ൅ ଶߦ

෠݇  

 

݁̂ଷ ൌ ݁̂ఝ ൌ

ݎ߲̂
߲߮
݄ఝ

ൌ
െߟߦ sin φ  ଓ̂ ൅ ߟߦ cos ߮ ଔ̂

ߦߟ ൌ െ sin φ  ଓ̂ ൅ cos ߮ ଔ̂. 

 
Volume element: 
 

ܸ݀ ൌ ݄ଵ݄ଶ݄ଷ݀ݑଵ݀ݑଶ݀ݑଷ ൌ ቀඥߟଶ ൅ ଶቁߦ ቀඥߟଶ ൅ ଶቁߦ ሺߦߟሻ݀߮݀ߟ݀ߦ
ൌ ሺߟଷߦ ൅  .߮݀ߟ݀ߦଷሻ݀ߦߟ

 
Gradient: 
 

݂׏ ൌ
1
݄ଵ

߲݂
ଵݑ߲

݁̂ଵ ൅
1

݄ଶ

߲݂
ଶݑ߲

݁̂ଶ ൅
1

݄ଷ

߲݂
ଷݑ߲

݁̂ଷ

ൌ
1

ඥߟଶ ൅ ଶߦ

߲݂
ߦ߲ ݁̂క ൅

1
ඥߟଶ ൅ ଶߦ

߲݂
ߟ߲ ݁̂ఎ ൅

1
ߦߟ

߲݂
߲߮ ݁̂ఝ. 

 
Laplacian: 
 

ଶ݂׏  ൌ
1

݄ଵ݄ଶ݄ଷ
൤

߲
ଵݑ߲

൬
݄ଶ݄ଷ

݄ଵ

߲݂
ଵݑ߲

൰ ൅
߲

ଶݑ߲
൬

݄ଵ݄ଷ

݄ଶ

߲݂
ଶ߲ݑ ൰ ൅

߲
ଷݑ߲

൬
݄ଵ݄ଶ

݄ଷ

߲݂
߲ݑ ଷ

൰൨. 

 

݄ଵ݄ଶ݄ଷ ൌ ሺߟଶ ൅ ,ߦߟଶሻߦ
݄ଶ݄ଷ

݄ଵ
ൌ ,ߦߟ

݄ଵ݄ଷ

݄ଶ
ൌ    ,ߦߟ

݄ଵ݄ଶ

݄ଷ
ൌ

ଶߟ ൅ ଶߦ

ߦߟ  

 

so  ׏ଶ݂ ൌ
1

ሺߟଶ ൅ ߦߟଶሻߦ ൥
߲

ߦ߲ ൬ߦߟ
߲݂
 ߦ߲

൰ ൅
߲

 ߟ߲
൬ߦߟ

߲݂
 ߟ߲

൰ ൅
߲

߲  ߮
൭ቆ

ଶߟ ൅ ଶߦ

ߦߟ ቇ
߲݂
߲  ߮

൱൩. 

 
(d.) Bipolar coordinates: 

 

ݔ ൌ
ܽ sinh ߟ

cosh s ߟߦ െ co   

 

ݕ ൌ
ܽ sin ߦ

cosh ߟ െ cos  ߦ



ݖ ൌ  .ݖ

ݎ̂ ൌ
ܽ sinh ߟ

cosh ߟ െ cos ߦ ଓ̂ ൅
ܽ sin ߦ

cosh ߟ െ cos ߦ ଔ̂ ൅ ݖ ෠݇. 

 

 
  We set ܽ ൌ 1 to simplify the notation. 
 
Orthogonality: 
 
Note that  

ݔ߲
ߟ߲ ൌ

ሺcosh ߟ െ cos ሻߦ cosh ߟ െ sinh ߟ sinh ߟ
ሺcos െ co ߦ ൌ

1 െ cos ߦ cosh ߟ
ሺcosh ߟ െ cos  ሻଶߦ

 

h ߟ s ሻଶ

ݔ߲
ൌ

െ sin ߦ sinh ߟ
ሺc ሻଶ

 

ߦ߲ osh ߟ െ cos ߦ  

ݕ߲
ൌ

െ sin ߦ sinh ߟ
c cos ሻଶ

 

ሺ osh ߟ െ ߟ߲ߦ  

ݕ߲
ߦ߲ ൌ

ሺcosh ߟ െ cos ሻߦ cos ߦ െ sin ߦ sin ߦ
ሺcosh ߟ െ cos ሻଶߦ ൌ

cosh ߟ cos ߦ െ 1
ሺcosh ߟ െ cos  .ሻଶߦ

 

 

ݎ߲̂
ൌ

െ sin ߦ sinh ߟ
ሺ cos ሻଶ ଓ̂ ൅

cosh ߟ cos ߦ െ 1
ሺc ଶ ଔ̂ 

 

osh ߟ െ cos ߦሻ߲ߦ cosh ߟ െ ߦ

ݎ߲̂
ߟ߲ ൌ  

1 െ cos ߦ cosh ߟ
ሺcosh ߟ െ cos ଶ ଓ̂ ൅

െ sin ߦ sinh ߟ
ሺcosh ߟ െ cos ሻଶߦ ଔ̂ 

 

ሻߦ

ݎ߲̂
߲߮ ൌ ෠݇. 

 

ۃ
ݎ߲̂
ߦ߲ ,

ݎ߲̂
ߟ߲

ۄ

ൌ ൤
െ sin ߦ sinh ߟ

ሺcosh ߟ െ cos ሻଶ൨ߦ ൤
1 െ cos ߦ cosh ߟ

ሺcosh ߟ െ cos ሻଶ൨ߦ

൅ ൤
cosh ߟ cos ߦ െ 1

ሺcosh ߟ െ cos ሻଶ൨ߦ ൤
െ sin ߦ sinh ߟ

ሺcosh ߟ െ cos ሻଶ൨ߦ ൌ 0 
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ۃ
ݎ߲̂
ߦ߲ ,

ݎ߲̂
ݖ߲

ۄ ൌ 0 

ۃ
ݎ߲̂
ߟ߲ ,

ݎ߲̂
ݖ߲

ۄ ൌ 0. 

  Scaling factors: 

݄ଵ ൌ ݄క ൌ ฯ
ݎ߲̂
ฯߦ߲ ൌ ඨ൤

െ sin ߦ sinh ߟ
ሺcosh ߟ െ cos ሻଶ൨ߦ

ଶ

൅ ൤
cosh ߟ cos ߦ െ 1

ሺcosh ߟ െ cos ሻଶ൨ߦ
ଶ

 

 

  
ሺെ sin ߦ sinh ሻଶߟ ൅ ሺcosh ߟ cos ߦ െ 1ሻଶ ൌ ሺcosh ߟ cos ߦ െ 1ሻଶ൅sinଶߦsinhଶߟ

ൌ ሺcosh ߟ cos ߦ െ 1ሻଶ൅sinଶߦሺcosh ଶ ߟ െ 1ሻ
ൌ 1 െ 2 cosh ߟ cos ߦ ൅ܿݏ݋ଶߦcosh ଶ ߦ൅sinଶߟ cosh ଶ ߟ െ sinଶߦ
ൌ 1 െ 2 cosh ߟ cos ߦ ൅cosh ଶ ߟ െ sinଶߦ
ൌ cosଶߦ െ 2 cosh ߟ cos ߦ ൅cosh ଶ ߟ ൌ ሺcosh ߟ െ cos  .ሻଶߦ

  Now

 

݄క ൌ ฯ
ݎ߲̂
ฯߦ߲ ൌ

ሺcosh ߟ െ cos ሻߦ
ሺcosh ߟ െ cos ሻଶߦ ൌ

1
cosh ߟ െ cos  .ߦ

Thus 

 
  Likewise 

  ݄ଶ ൌ ݄ఎ ൌ ฯ
ݎ߲̂
ฯߟ߲ ൌ ඨ൤

1 െ cos ߦ cosh ߟ
ሺcosh ߟ െ cos ሻଶ൨ߦ

ଶ

൅ ൤
cosh ߟ cos ߦ െ 1

ሺcosh ߟ െ cos ሻଶ൨ߦ
ଶ

ൌ
1

cosh ߟ െ cos  ߦ

 

݄ଷ ൌ ݄௭ ൌ ฯ
ݎ߲̂
ฯݖ߲ ൌ 1. 

 

 

In the case  ܽ ് 1, ݄క ൌ ݄ఎ ൌ
ܽ

cosh ߟ െ cos  .ߦ

 
 Orthonormal Basis: 

݁̂ଵ ൌ ݁̂క ൌ

ݎ߲̂
ߦ߲
݄క

ൌ

െ sin ߦ sinh ߟ
ሺcosh ߟ െ cos ሻଶߦ ଓ̂ ൅ cosh ߟ cos ߦ െ 1

ሺcosh ߟ െ cos ሻଶߦ ଔ̂

1
cosh ߟ െ cos ߦ
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ൌ
െ sin ߦ sinh ߟ

ሺ sh ߟ ଓ ൅
cosh ߟ cos ߦ െ 1

sh ߟ െ  ̂ ଔ̂ co െ cos ሻ ሺcoߦ cos ሻߦ
  

݁̂ଶ ൌ ݁̂ఎ ൌ

ݎ߲̂
ߟ߲
݄ఎ

ൌ

1 െ cos ߦ cosh ߟ
ሺcosh ߟ െ cos ሻଶߦ ଓ̂ ൅ െ sin ߦ sinh ߟ

ሺcosh ߟ െ cos ሻଶߦ ଔ̂

1
cosh ߟ െ cos ߦ

ൌ
1 െ cos ߦ cosh ߟ
ሺcosh ߟ െ cos ሻ ଓ̂ߦ െ

sin ߦ sinh ߟ
ሺcosh ߟ െ cos  ሻ ଔ̂ߦ

 

݁̂ଷ ൌ ݁̂௭ ൌ
ݎ߲̂
ݖ߲
݄௭

ൌ ෠݇. 

 

Volume element: 

ܸ݀ ൌ ݄ଵ݄ଶ݄ଷ݀ݑଵ݀ݑଶ݀ݑଷ ൌ
ܽଶ

ሺcosh ߟ െ cos ሻଶߦ  .ݖ݀ߟ݀ߦ݀

Gradient: 

݂׏ ൌ
1 ߲݂

݁̂ଵ ൅
1 ߲݂

ଶ
݁̂ଶ ൅

1 ߲݂
݁̂ଷ 

 

݄ଵ ଵݑ߲ ݄ଶ ݑ߲ ݄ଷ ଷݑ߲

ൌ
ሺcosh ߟ െ cos ሻߦ

ܽ
߲݂
ߦ߲ ݁̂క ൅

ሺcosh ߟ െ cos ሻߦ
ܽ

߲݂
ߟ߲ ݁̂ఎ ൅

߲݂
ݖ߲ ݁̂௭. 

 

Laplacian: 

ଶ݂׏  ൌ
1

݄ଵ݄ଶ݄ଷ
൤

߲
ଵݑ߲

൬
݄ଶ݄ଷ

݄ଵ

߲݂
ଵݑ߲

൰ ൅
߲

ଶݑ߲
൬

݄ଵ݄ଷ ߲݂
ଶݑ߲

൰ ൅
߲

ଷ
൬

݄ଵ݄ଶ

݄ଷ

߲݂
ଷݑ߲

൰൨. 

 

݄ଶ ݑ߲

݄ଵ݄ଶ݄ଷ ൌ
ܽଶ

ሺcosh ߟ െ cos ሻଶߦ ,
݄ଶ݄ଷ

݄ଵ
ൌ 1,

݄ଵ݄ଷ

݄ଶ
ൌ 1,   

݄ଵ݄ଶ

݄ଷ
ൌ

ܽଶ

ሺcosh ߟ െ cos  ሻଶߦ

 

 
so  ׏ଶ݂

ൌ
ሺcosh ߟ െ cos ሻଶߦ

ܽଶ ൥
߲

ߦ߲ ൬
߲݂
 ߦ߲

൰ ൅
߲

 ߟ߲
൬

߲݂
 ߟ߲

൰

൅
߲

 ݖ߲
൭ቆ

ܽଶ

ሺcosh ߟ െ cos ሻଶቇߦ
߲݂
 ݖ߲

൱൩. 

 
(e.) Prolate spheriodal coordinates: 

20 
 




